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I. 

Die Probleme der Mathematik haben einen 
von ihrer Anwendung ganz unabhängigen Werth. 

IL 

Die Existenz einer Gröfse kann nur dadurch 
nachgewiesen werden, dafs man dieselbe wirklich 
herstellt. 

III. 
Die Entwicklung des Begriffes der Function 
ist wesentlich bezeichnend ftir den Fortschritt der 
Mathematik. 

IV. 

Bei der Bearbeitung eines Problemes ist die 
Darstellung seiner Geschichte auch in rein wissen- 
schaftlichem Interesse zu wünschen. 

V. 
Die Vertiefung in das Besondere ist durch die 
beständige Rücksicht auf den Zusammenhang mit 
dem Allgemeinen zu beschränken. 
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VI. 

Die von der theoretischen Mechanik unter- 
suchten Begriflfe sind rein mathematisch abstrahirt. 

vn. 

Dafs Veränderungen in der Bewegung eines 
Körpers stets der Einwirkung eines anderen zuzu- 
schreiben sind, ist kein Erfahrungssatz. 

vm. 

Die Psychologie mufs sich an die Methoden 
und Resultate der exacten Wissenschaften anlehnen. 

IX. 

Der (Copernicus zugeschriebene) Ausspruch, 
dafs eine wissenschaftliche Hypothese nur der For- 
derung zu genügen habe, dafs die aus ihr gezogenen 
Folgerungen mit der Erfahrung übereinstimmen, 
findet nicht blofs auf die exacten Wissenschaften 
Anwendung. 
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Zur Theorie der Complexe und Congruenzen von Geraden. 



Die dreifachen Mannigfaltigkeiten von Geraden im Baume sind in neuerer Zeit von 
Plticker*) als Complexe in die Geometrie eingeführt worden. Eine zweifache Mannigfaltig- 
keit wurde schon vorher als Strahlensystem bezeichnet, während nach Plücker die Strahlen, 
welche zwei Complexen gemeinschaftlich sind, eine Qmgruens bilden. 

Im Anschlufs an die bekanntesten Baumgebilde kann man drei specieüe Arten von 
Complexen angeben, nämlich 1) den Complex der Tangenten einer Fläche, 2) den Complex 
der Geraden, welche eine Linie schneiden, 3) den Complex der Geraden, welche in den Ebenen 
einer abwickelbaren Fläche liegen. Die erste Ghittung enthält die beiden anderen unter sich. 
Die Eigenthümlichkeit der ersten besteht darin, dafs alle Complexcurven, d. i. von den Geraden 
des Complexes eingehüllten Curven, in den Ebenen des durch irgend eine Complexgerade 
gehenden Büschels diese Gerade selbst in einem und demselben Punkte berühren. Durch die 
Frage nach den Kriterien der speciellen Complexe wird man so zur allgemeinen Aufsuchung 
derjenigen Geraden eines Complexes veranlafst, welche die bezeichnete Eigenschaft haben, imd 
indem man sie mit Plücker's singulären Linien**) identisch findet, fllhrt die Frage nach 
den Berührungspunkten und -Ebenen dieser Linien weiter zu den singulären Punkten und 
Ebenen, 

Für die Complexe zweiten Orades hat Plücker aus den ausführlich entwickelten 
besonderen Eigenschaften derselben den Satz begründet***), dafs die Fläche der singulären 
Punkte mit der der singulären Ebenen identisch ist, derart dafs in jedem Punkte der Fläche 
eine von den Tangenten eine singulare Linie ist, welcher der Punkt als singulärer Punkt und 



*) Julius Plücker, Neue Geometrie des Raumes, Leipzig 1868. 1869. 
**) Ebendas. p. 296. 
***) Ebendas. p. 815. 
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clie Tangentialebene als singulare Ebene zugehört. Indem ich mich auf anderem Wege von 
der Richtigkeit dieses Satzes überzeugen wollte ^ gelang es mir, ihn als allgemein gültig für 
Complexe beliebigen Orades durch einfache geometrische Betrachtungen zu erweisen , welche 
als specielle Anwendung einer für beliebige Strahlensysteme durchgeführten principiellen 
Betrachtung anzusehen sind. Die letztere ermöglicht es, gewisse bekannte charakteristische 
Eigenschaften der Strahlensysteme geometrisch zu entwickeln und in Betreff einiger Punkte 
gehörig zu beleuchten. 



Jedem Strahle x eines Complexes gehört eine Punktreihe und ein Ebenenbüschel an. 
Eine Ebene e des Büschels enthält eine Complexcurve , welche auf der Geraden x einen Be- 
rührungspunkt p liefert. Dieser Berührungspunkt kam bei der oben aufgeworfenen Frage nach 
den Kriterien der speciellen Complexe in Betracht. Prüfen wir daher den allgemeinen Zusam- 
menhang zwischen ihm und der Ebene der Complexcurve. Der Ebene e entspricht nur ein 
Punkt p der Punktreihe ; in diesem wird der Strahl x von einem in der Ebene e gelegenen 
unendlich nahen Strahle des Complexes geschnitten. Legen wir daher durch p den Complex" 
kegel, d. i. den von Geraden des Complexes erzeugten Kegel, so wird dieser längs x von der 
Ebene e berührt. In dieser Weise wird ersichtlich, wie auch jedem Punkte p nur eine Ebene e 
des Büschels entspricht. Punktreihe und Ebenenbüschel sind durch den Complex projectivtsch auf 
einander bezogen. 

In besonderen Fällen wird die Beziehung so beschaffen sein, dafs den sämmtlichen 
Ebenen e ein fester Punkt p entspricht, wobei indefs einer gewissen Ebene sänuntliche Punkte 
von X entsprechen werden. Auf diesen Fall kommen wir später zurück imd wenden uns jetzt 
zur Betrachtung der Strahlensysteme. 

§2. 

Wenn ein Strahlensystem gegeben ist, so kann man unendlich viele Complexe herstellen^ 
welche es enthalten. Im Allgemeinen werden zwei dieser Complexe zur Definition des Systemes 
genügen. Wenn es jedoch nicht möglich ist, dasselbe als Congruenz zweier Complexe zu er- 
klären, so wird noch ein dritter, nicht mehr unabhängiger Complex hinzugefügt werden müssen. 

Es sei ein Strahlensystem als vollständige Congruenz der Complexe A, B oder als ein 
Theil davon gegeben. Auf einem beliebigen Strahle x des Systemes wird durch den Complex Ä 
die Punktreihe auf das Ebenenbüschel projectivisch bezogen ; der Complex B giebt zu einer 
zweiten derartigen Beziehung Anlafs. Auf dem Strahle x werden dadurch Paare von solchen 
Punkten, die in beiden Beziehungsweisen derselben Ebene entsprechen, einander zugeordnet. 
Bekanntlich tritt dabei ssweimal der Fall ein, dafs ein solches Paar aus zwei zusammenfallenden 
Punkten besteht. Dasselbe gilt von den Ebenen des Büschels x. Es werden mithin zwei 
Punkte, p und p*, und zwei Ebenen, e* und e, derart ausgezeichnet, dafs p, e" und p', e einander 
zugleich in Bezug auf A und B entsprechen. Diese Punkte und Ebenen können in besonderen 
Fällen zusammenfallen, auch unbestimmt werden. 
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Die Bedeutung der ausgezeichneten Elemente ist offenbar die, dafs durch p (oder ff) 
ein den Complexen Ay B zugleich angehöriger; dem Strahle x unendlich naher Strahl hindurch- 
geht, welcher in der Ebene e' (oder e) gelegen ist, Der unendlich nahe schneidende Strahl 
gehört übrigens auch dann immer dem Systeme an, wenn dieses nur einen Theil der Congruenz 
von A und B umfafst; d. h. der Punkt jp^ entspricht der Ebene e in Bezug auf jeden 
das Strahlensjstem enthaltenden Complex C. Denn ein solcher Complex wird (nöthigenfalls) 
durch einen gevnssen anderen derart ergänzt, dafs er die gesammte Congruenz von A und B 
enthält. Die entsprechend ergänzte Complexcurve von G in der Ebene e mufs den Strahl or, 
ebenso wie die Cbmplexcurven von A und By im Punkte /?' berühren. Da sie aber zerfällt, 
so berührt entweder die von C herrührende Complexcurve in p', — wie wir behaupten — y 
oder es berühren beide Theile der zerfallenden Curve den Strahl x (so dafs der Berührungs* 
punkt der gesammten Curve auf x als unbestimmt anzusehen ist), und dann gehört x zwei 
verschiedenen Strahlensystemen aus der Congruenz von A und B an, was bei einem beliebigen 
Strahle nicht der Fall sein wird. 

Jeder Strahl des i^stemee toird also zweimal van unendUch nahen yeschnitten. Auf analy- 
tischem Wege ist dies von Malus*) und Kummer**) bewiesen worden. Kummer hat die 
Punkte p, p' Brennpunkte, die Ebenen e', e Fokaleöenen genannt. Kurz daraufhat Moebius ***) 
die Brennpunkte durch geometrische Betrachtung unendlich dünner Strahlenbündel finden 
gelehrt. 

§3. 

Die sämmtlichen Brennpunkte bilden eine im Allgemeinen zweifache Mannigfaltigkeit, 
nach Kummer f) die Brenn fläche des Systemes, welche übrigens in zwei gesonderte zerfallen 
kann. Fafst man irgend einen Strahl x mit dem Brennpunkte p auf, so enthält die Fläche in 
der durch die Ebene ef gegebenen Bichtung einen unendlich nahen Punkt, welcher der Brenn- 
punkt eines den Strahl x im Punkte p schneidenden Strahles ist. Dieser letztere verbindet 
also zwei unendlich nahe Punkte der Brennfläche. AUe Wahlen berühren mkhin die Brennfläche 
in ihren Brennpunkten] sie ergeben sich entweder als Doppeltangenten einer Fläche oder als 
gemeinschaftliche Tangenten von zweien. — Die Brennfläche kann aber auch in eine Linie, 
oder in zwei Linien, oder in eine Fläche und eine Linie degeneriren. Die Strahlen schneiden 
dann eine Linie doppelt, oder sie schneiden zwei Linien, oder sie berühren eine Fläche und 
schneiden zugleich eine Linie. 

Ganz entsprechende Betrachtungen werden durch die Frage nach den Erzeugnissen 
der Fokalebenen veranlafst, und die gleichzeitige Berücksichtigung dieser Ebenen ist es, durch 
welche der allgemeine Beweis dafür erlangt wird, dafs die Fläche der singulären Punkte und 
die der singulären Ebenen eines Complexes von einander sich nicht unterscheiden. 



*) Optiqae, im Journal de T^cole polyt t YII| 1808. 
**) Allgemeine Theorie der gradlinigen ßtrahlensysteme, Borchardfs Journal Bd. 57. 

***) Geom. EntWickelung der Eigenschaften unendlich dünner Btrahlenbündel, Verhandlungen der k. Ges. d. 
Wiss. zu Leipzig, math.-ph. Cl. Bd. 14, 1862. 
t) § 5 der erw&bnten Abhandlung. 
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Man findet alsbald^ dafs die Fokalebene e irgend eines Strahles x den Ort der Brenn- 
punkte in p berührt; während die Ebene e* den Tangentialpunkt p^ hat. Denn die Ebene e 
enthält zwei in p' sich schneidende unendlich nahe Strahlen des Sjstemes, von denen der eine 
(x) den Ort der Brennpunkte (aulser in p*) in p, der andere denselben in unendlicher Nähe von 
p tangirt Die Ebene e geht also durch den Punkt p, durch eine seiner Tangenten (;r) und 
durch einen nicht auf x gelegen en^ zu p unendlich nahen Punkt der Fläche. Somit ist sie 
Tangentialebene im Punkte p. 

§4. 

Wir wollen jetzt den Fall betrachten, dafs sämmtliche Strahlen nur einen Brennpunkt 
besitzen. Die beiden Fokalebenen müssen dann ebenfalls zusammenfallen. ErAillen die Punkte 
p eine eigentliche Fläche, so ist x Tangente, e Tangentialebene in p. Durch p geht ein un- 
endlich naher Strahl des Systemes und liegt in der Ebene e. Da er ebenfalls Tangente der 
Fläche ist, so geht er durch einen dem Punkte p unendlich, nahen und im Allgemeinen von 
ihm verschiedenen Punkt des Durchschnittes der Fläche mit der Ebene e. Es ist x somit eine 
eigentliche Tangente dieser Durchschnittscurve im Doppeltpunkte p, d. h. x ist Inflezionstangente 
der Fläche. Das Strahlensjstem besteht in diesem Falle aus allen Inflexionstangenten einer 
Fläche. 

Erfüllen die Brennpunkte aber nur eine einzige Linie, so bilden alle durch einen Punkt 
p derselben gehenden Strahlen des Sjstemes einen Kegel. Eine beliebige Tangentialebene des 
Kegels berührt als Fokalebene die Linie der Brennpunkte. Der Kegel reducirt sich also auf 
eine Tangentialebene dieser Linie, und das Strahlensjstem selbst besteht aus den Strahlen, 
welche eine abwickelbare Fläche berühren und eine auf derselben verlaufende Linie schneiden» 

Wenn die Brennpunkte eine einzige Gerade erflülen, so liegen alle durch einen ihrer 
Punkte gehenden Strahlen in einer durch sie gehenden Ebene ; Punkt und Ebene entsprechen 
sich projectivisch. Das genügt zur Definition des Strahlensjstemes. Ein solches System ist 
erster Ordnung und erster Klasse und wird als Congruenz zweier linearen Complexe von be- 
sonderer gegenseitiger Lage erhalten ♦). Während aber eine Congruenz zweier linearen Complexe 
sonst eine vom Complexbegriffe freie Erklärung zuläfst, nämUch als System aller Strahleui 
welche zwei feste Geraden schneiden ^), fehlte es für den Fall, dafs diese Leith'nien zusammen- 
fallen, an einer ebensolchen Erklärung. Ebenso war die durch die Brennfläche vermittelte 
Erklärung der allgemeinen Systeme, welche den Plücker'chen Satz über die Congruenzen 
linearer Complexe als ganz speciellen Fall enthält, fUr den Fall des beständigen Coincidirens 
beider Brennpunkte noch zu erörtern. 

§6. 
Durch einen beliebigen Punkt des Baumes geht eine gewisse Anzahl von Strahlen 
eines Systemes, welche die Ordnung angiebt Der Punkt wird ein Brennpunkt, wenn zwei 



*) Plücker, N. G. p. 78. 

*^ Ebenda», p. 69; vgl Lflroth in Borchardt*8 Jonmal Bd. 67, p. 149, Hermes ebendas. p. 153, Reye 
Bd. 69, p. 365. 
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von ihm aasgehende Strahlen zusammenfallen. Da hierzu nur eine Bedingung erforderlich isl^ 
80 erscheint es als Widerspruch ^ dafs die Brennfläche oder ein Theil von ihr in eine Linie 
soll degeneriren können. In der That aber sind in solchen Fällen die Punkte der Linie nicht 
die einzigen, von welchen zusammenfallende Strahlen ausgehen. Schneiden z. B. die Strahlen 
des Sjstemes eine Linie, während sie zugleich eine andere schneiden oder eine Fläche berühren, 
80 wird eine Begelfläche von solchen Strahlen gebildet, welche jene Linie zweimal schneiden 
und dem Systeme angehören ; diese Strahlen enthalten mehr als 2 Brennpunkte und sind deshalb 
als solche anzusehen, deren Brennpunkte unbestimmt werden, wie denn auch von jedem Punkte 
der Begelfläche zusammenfallende Strahlen ausgehen. Schneiden sämmtliche Strahlen eine Linie 
zweimal, so wird man diejenigen aufsuchen, welche ihr nochmals begegnen. Dies wird unmöglich^ 
wenn die Linie der vollständige Durchschnitt zweier Flächen zweiter Ordnung ist. Dann giebt 
es aber 4 Kegel zweiter Ordnimg, welche durch die Linie hindurchgehen, und während sonst 
durch jeden Funkt zwei Strahlen des Sjstemes gezogen werden können, enthalten die Kegel- 
flächen durchweg solche Punkte, deren Strahlen in einen einzigen zusammenfallen. 

§6. 

Wenn wir im Vorstehenden die Punkte suchten, von welchen zusammenfallende Strahlen 
eines Sjstemes ausgehen, so mufste vorausgesetzt werden, dafs sich durch jeden Punkt mehr 
als ein Strahl ziehen läfst. Die Systeme Oter und erster Ordnung mögen daher besonders 
untersucht werden, zumal wir für die letzteren zu einem nicht uninteressanten Ergebnifs gelangen. 

Gehen nicht durch jeden Punkt des Baumes Strahlen des Sjstemes, so mufs es eine 
Fläche geben, welche alle Strahlen enthält, welche somit aus einer oder mehreren Ebenen be- 
steht. Hiernach ist ein irreductibles System Oter Ordnung stets erster Klasse und umfafst die 
Geraden einer Ebene. Die Systeme Oter Klasse zerfallen ebenso in Strahlenbündel. 

Bei Sirahlensystemen erster Ordnung geht durch einen beliebigen Punkt nur ein Strahl. 
Dafs es jedoch in jeder Ebene Punkte geben mufs, von welchen mehr Strahlen ausgehen, er- 
hellt — wenn die Klasse äj > 1 ist, wie wir voraussetzen wollen, da der Fall A: = 1 ganz 
einfach ist (vgl. § 4) — schon daraus, dafs sich in jeder Ebene Strahlen schneiden. Indefs 
können derartige Punkte in jeder Ebene nur in endlicher Anzahl liegen und bilden mithin eine 
Linie, welche von allen Strahlen geschnitten wird, da jeder Strahl mindestens einen anderen 
schneidet. Diese Linie ist es, in welche die Brennfläche degenerirt ist, welche letztere übrigens 
auch hier definirt ist. 

Ein beliebiger Strahl schneidet die Linie der Brennpunkte zweimal, hat also zwei Punkte, 
in denen er von anderen getroffen wird. Li einer beliebigen Ebene können demnach nur ent- 
weder 3 Strahlen liegen, die ein Dreieck bilden, oder alle Strahlen durch einen Punkt gehen. 
Die Strahlen sind also entweder die Sehnen einer Baumcurve dritter Ordnung, deren in der 
That nur eine durch einen beliebigen Punkt geht, — oder sie gehen in jeder Ebene durch einen 
Punkt. Dieser hat dann zum Ort eine gerade Linie. Das System umfafst die gleichzeitig diese 
Gerade und eine gewisse andere Linie schneidenden Strahlen; diese andere ist zu untersuchen. 
Zunächst ergiebt sich ihre Ordnung gleich der Klasse k des Strahlensystemes. Die vollständige 
Congruenz der Strahlen, welche beide Linien schneiden, ist mithin von derselben Klasse, aber 
auch seine Ordnung ist = k. Das vorgelegte System erster Ordnung kann aus dieser Con- 
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grnenz nur durch Ausscheidung eines Sjstemes Oter Klasse und (k — l)ter Ordnung , d. h. 
Yon A— 1 Strahlenbundeln entstanden sein, welche Schnittpunkte der Gurre und der Geraden zu 
Mittelpunkten haben. 

JBin Strahlensystem f. Ordnung und kter Klasse — die Systeme von Sehnen einer Baum'» 
cwrve dritter Ordnung ausgenommen — besteht demncteh immer aus den Strahlen, welche eine Curve 
kter Ordnung und eine Gerade schneiden^ welche jener in k-^-i Punkten begegnet 

Die reciproken Betrachtungen bedürfen keiner besonderen Ausführung. 

§7. 

Wir kommen nunmehr auf die eindeutige Beziehung zurück, welche in § 1 zwischen 
den Punkten {p) eines beliebigen Strahles x aus einem Complexe und den durch x gehenden 
Ebenen {e) nachgewiesen wurde. 

Wenn alle Complexcurven der Ebene e den Strahl x in einem und demselben Funkte 
berühren soUeU; so specialisirt sich jene Beziehung derart, dafs allen Ebenen e ein fester Punkt 
(p) entspricht Wenn die Complexkegel aller Punkte p den Strahl x längs einer und derselben 
Ebene berühren sollen, so wird allen Punkten p eine feste Ebene entsprechen müssen. Es ist 
bekannt, dafs Beides nur gleichzeitig eintritt, so dafs dann eine gewisse Ebene 0, deren entsprechender 
Punkt, und ein gewisser Punkt p, dessen entsprechende Ebene unbestimmt ist, in ausgezeich- 
neter Weise dem Strahle x zugeordnet werden, welcher in diesem Falle von P lücker eine 
smguläre Linie des Complexes genannt wird. Die Forderung selbst wird durch eine einzige Bedingung 
ausgedrückt; die singulären Linien eines Complexes bilden daher ein Strahlensystem, wenn sie 
nicht den ganzen Complex erftülen. 

Die den singulären Linien in ausgezeichneter Weise zugeordneten Punkte und Ebenen 
hat Plücker die singulären Punkte und Ebenen des Complexes genannt und die von ihnen er- 
zeugten Flächen fUr den Complex zweiten Grades untersucht 

Diese Punkte imd Ebenen lassen sich noch in anderer Weise auffassen und definiren. 
Dafs die Complexcurve in einer singulären Ebene auf der zugeordneten singulären Linie einen 
unbestinunten Berührungspunkt hat, lehrt uns, dafs diese Gerade eine Doppeltangente der Curve 
ist. Ebenso zeigt sich, dafs fUr den Complexkegel, welcher einen singulären Punkt zum Mittel- 
punkt hat, die diesem zugeordnete singulare Linie eine Doppelerzeugende ist. Die Fläche der 
singulären Punkte wird also durch die (eine) Bedingung erhalten, dafs die von ihnen ausgehen- 
den Complexkegel Doppelerzeugende besitzen ; entsprechend die der singulären Ebenen. 

§8. 
Aus Obigem ist unmittelbar ersichüich, dafs bei Complexen zweiten Orades die Com- 
plexcurve in jeder singulären Ebene in zwei Punkte, mithin der Complexkegel aus jedem dieser 
zwei Punkte in zwei Ebenen zerfällt, von denen eine die singulare Ebene selbst ist, und dafs 
die beiden Punkte demzufolge selbst singulär sind; ebenso sind die beiden Ebenen, in welche 
der Complexkegel aus einem singulären Punkte zerfallt, singulär *). 



•) Plücker, N. G. p. 802. 
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Eb ist schon im Eingänge erwähnt worden, daTs Flücker fUr die Complexe zweiten 
Grades die Identität der Fläche der singulären Punkte mit der von den singulären Ebenen 
eingehüllten dargethan hat. Dazu werden aufser dem eben vorangestellten Satze^ welcher keine 
Verallgemeinerung darbietet, eingehende Untersuchungen über die sogenannten Complexflächen 
und über die Ordnung und Klasse der Flächen der singulären Punkte und Ebenen vorausge- 
schickt, welche nur mit Schwierigkeit auf beliebige Grade auszudehnen sein werden. Nach 
DurchfUhmng unserer Betrachtungen über Strahlensjsteme im Allgemeinen, welche die durch 
jeden Complex auf dessen Strahlen vermittelte Beziehung zwischen Punktreihe und Ebenen- 
büschel zum Ausgangspunkte hatten, ergiebt sich aber der fragliche Satz durch blofse Anwen- 
dung auf den speciellen Fall. 

Die singulären Linien eines Complexes A bilden ein Strahlensystem und sind demnach 
als solche zu betrachten, die zugleich einem gewissen anderen Complexe B angehören. Durch 
B wird eine Beziehung zwischen den Punkten und Ebenen von x hergestellt, vermöge deren 
dem singulären Punkte p die Ebene e% der singulären Ebene e der Punkt p' entsprechen mag. 
Die Elemente p, «' und p', e sind mithin zusammengehörige in Bezug auf beide Complexe ; p 
und p' sind die Brennpunkte, e und e^ die Fokalebenen des aus der Congruenz der singulären 
Linien beliebig ausgewählten Strahles x. Da der Punkt p, wie die Ebene 6, für sich definirt 
werden kann , so tritt hier offenbar eine Zerlegung der Brennfläche ein ; ein Theil ist der Ort 
von Pj welcher nach § 3 in p von x berührt wird und e zur Tangentialebene hat. Es ist also 
klar^ da(s die Ebenen e den Ort der Punkte p einhüllen, und dafs der Satz ^t : 

Für jeden Complex ist die Fläche der singtUären Punkte mit der der singtdären Ebenen 
identisch; die singulären Linien sind Tangenten dieser Fläche in ihrem zugeordneten singulären 
Punhte und längs ihrer zugeordneten singulären Ebene, 

§9. 

Die Bedingung daftir, dafs ein Complex die Gesammtheit der Tangenten einer Fläche 
darstellt, können wir jetzt so ausdrücken, dafs sämmtliche Strahlen des Complexes singulär sein 
müssen. 

Um zu zeigen, dafs dies hinreichend ist, müssen die singulären Punkte und Ebenen 
in Betracht gezogen werden. Diese Punkte (ebenso die Ebenen) erfUUen offenbar den Baum 
vollständig. Von einem beliebigen Punktfe des Baumes geht ein Complexkegel mit Doppeler- 
zeugenden aus; von letzteren ist anzunehmen, dafs die zugeordneten singulären Punkte nicht 
eindeutig bestimmt sind, indem im Allgemeinen zwei ausgezeichnet werden. Diese besonderen 
Strahlen bilden — wie hier nur in Kürze angedeutet werden mag — ein System und erzeugen 
somit eine Fläche (Brennfläche), welche der Ort aller eigentlichen singulären Punkte ist und, 
wie sich daraus leicht ergiebt, von allen Complexgeraden berührt wird. 

Der specielleren Forderung, dafs alle Geraden des Complexes eine Linie schneiden 
(oder in den Ebenen einer abwickelbaren Fläche liegen) sollen, wird dann genügt, wenn die 
oben nachgewiesene Brennfläche sich auf eine Ijinie (abwickelbare Fläche) reducirt 

Der lineare Complex hat im Allgemeinen, der Definition wegen, keine singulären 
Elemente. Wenn er aber eine einzige singulare Linie enthält, so besteht er nur aus solchen 
und umhüllt eine Gerade. 
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SchliefBlich mag darauf aufinerksam gemacht werden^ dafs nach dem Inhalte von § 3 
«ich unter den Complexen; welche ein gegebenes Strahlensystem enthalten^ immer einer (oder 
zwei) befinden muTs, dessen sämmtliche Linien singulär sind. 

§ 10. 
Mit Hülfe der von P lücker eingeführten Strahiert" und Axen-Coordinaten lassen sich 
die Complexe und Congruenzen von Geraden durch Gleichungen darstellen. Der Grad der 
Gleichung eines Complexes ist gleich der Anzahl der Coraplexgeraden , welche in einer belie- 
bigen Ebene durch einen beliebigen Punkt hindurchgehen, also gleich der Ordnung des Com- 
plexkegels aus irgend einem Punkte oder der Klasse der Complexcurve in irgend einer Ebene. 

Die Plück er 'sehen Coordinaten einer Geraden x will ich folgendermafsen einführen : 
xi = fliJj — a^bi = a^ßi — ccißs, Xi = a^h^ — 04^)1 = Oiß^ — «2A; 
Xg = aibs — a^bi = «4/?« — «aA; a^s = «A — ^2*4 = «lA — cc^i, 
Xz = aybi — aj>i = cc^ß^ — ct^ßt^ J*« = «2^3 — aj>t = 0\ß^ — ctißi , 
wo dl, (h, öa> «4 und bi, 62, b^, b^ die auf irgend ein Tetraeder bezogenen Coordinaten zweier 
beliebigen Pimkte von ar; orj, a^, a^, a^ und ft, ß^^ ß^y ßi die zweier beliebigen durch x gehen- 
den Ebenen sind; und brauche die zwischen oT], ... xe bestehende Identität 

X ^ XiXi -|- XgX^ -|- x^x^ == o 

blofs anzuführen. Als homogene Coordinaten der Durchschnittspunkte von x mit den Ebenen 
des Coordinatentetra^ders ergeben sich leicht folgende Systeme : 

o : — xi : — Xg : --a?8, 

Xi i Ol •— aje • ^S} 

x% : a^ : o : — »4, 

Xz '• — X5 : 0/4 : o y 

und als homogene Coordinaten der durch x und je eine Ecke des Tetraeders gelegten Ebenen : 

o : -^a?4 : ^xz * — xz ; 

a?4 : o \ — 0/3 : x% y 

Xf, i Xz : Ol — xi , 

Xz : — 05i : xx i o . 

Ein auf dem Strahle x beweglicher Punkt kann daher vermittelst eines Parameters l 
etwa durch die Coordinaten 

(2) Xxi : xi : Xz — Ar« : X3-|-^6> 
eine sich um x drehende Ebene analog etwa durch 

(3) /1X4 : Xi : a?6 — iUX3 : Xz + fixz 
repräsentirt werden. 

Fassen wir nun, um die in § 1 entwickelte Beziehung analytisch darzustellen; eine Ebene 
des Büschels (also einen Werth von /u) auf; so erhalten wir alle Geraden y (yi • • • ye) ^^^ 
Ebene als Durchschnitte derselben mit allen Ebenen durch einen Punkt; etwa eine Ecke des 

Digitized by VziOOQIC 



(1) 



11 

Goordinatentetraeders (ai = o), also durch Vaiüren der YerbältniBse von Ebenencoordinaten 
o« : as : «4 in den Ausdrücken : 

y\ « ß5(*6+A<««) — «iC-^s — A^»), yi = —atfixi, 
yj asc «40:4 — cciixe 4- firct), y6 — — «sA*** ; 

ya = a«(a?6 — /"ics) — 08X4, y« = — 04/1x4. 

Unter ;r soll eine Gerade des Complexes 

F{xi . .. xe) = o 
verstanden werden. Die Gleichungen 

/(xi . . . xe, fi, cfj, «8, «0 = F(j/i "' ye) = und «i = o 
stellen; wenn man oi , . . 04, als die Variabein betrachtet ^ den durch die Complexcurve in der 
aufgefafsten Ebene hindurchgehenden Kegel mit dem Mittelpunkte ai = o dar. Die Erzeugende, 
längs welcher irgend eine Beriihrungsebene 0:0^:0$: 04 tangirt, hat in Ebenencoordinaten 
ßi, ßt7 ßz} ßi die Gleichungen : 

„. . A = 0, ft/(a,) + ßd^'M + A/'(«i) = 0. 

Hierin ist 

/'(««) = -(a:6 + /^a^«)/^'(y«) + («6— it«r8)F'(y8)~A'X4F'(y4), 

/'(cra) = (X6 + fix^)F'(yi) - x4F'(y8) - f^^iF'iys), 

f\a,) = -{xs-fiXs)F^(y,) + x,F'(y,)-f^iF'(2/,). 
Wir suchen den Berührungspunkt der Complexcurve mit Xy also zuvörderst die Erzeu- 
gende, deren Tangentialebene die Coordinaten : X4 : X5 : x« besitzt, und dann deren Schnitt- 
punkt mit X. Setzt man aber 0^: a^: a^ess x^ : xsi x^, also zugleich die y proportional den x, 
so werden in den Ableitungen von / die F^{y) proportional den ^'(x). Andererseits mufs der 
auf dem Strahle x gelegene Berührungspunkt nach (2) eine Gleichung von der Form : 

ij^iA + «lA + (»I— ia?«)/^a + {xB'i-lxi)ß4 — 
besitzen. Die Beziehung zwischen l und fi können wir demnach auf mehrere Arten aus der 
Proportion 

a?! : xg — 1x0 : a;$ + ^^5 = 
— (*6 + f*'i)F2 + (xft — /iXs)F8 — fix^Fi : (xe+tiXi)Fi — x^F^ —fix^Fs - {xs-f^t)Fi -^-x^F^ --fix^Fe 
ausdrücken, in welcher der Kürze halber Fi für ^(xi) geschrieben ist Eine der Gleichungen 
zwischen l und /u ist : 

*i((«e + f^i)Fi — x^Fti - fix^Ff,^ = (xt — Xa:«)(— (x« -f fixt)Fn -j- («5 — f^) Fz - fix^Fi) , 
oder ungeformt : 

(4) XiFi + xtFi + X8fl + /i(x8/?i — xtFt) = A(x«/?i — xtFz -f- /^x^/i + x^F« -f x*/;)) • 
Man beachte übrigens, dafs 

Es bestätigt sich durch die ausgeführte Rechnung, dafs die den Parametern l und fi 
entsprechenden Elemente eindeutig auf einander bezogen sind. Ganz dasselbe Ergebnifs hätten 
wir bei Vertauschung von Punkt und Ebene, Complexcurve und Complexkegel erhalten. 
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§11. 
Die Brennpunkte eines Strahlensystemes sind als diejenigen Punkte definirt worden, 
durch welche je zwei unendlich nahe Strahlen des Systemes gehen. Suchen wir daher die 
Bedingungen^ unter welchen ein Punkt a mit den Coordinaten ai, dt, as, a^ auf einem Strahle 
x{xi . . . are) liegt, so finden wir aus (1) : 

Ai = — a^Xi — a^x^ — 04^:$ = 0, 

A% = 010:4 — azx^ + aix% = o, 

Az = aiXi -f- a^xz — a^Xi = 0, 

A^ = ciiXq — 02^2 H~ ^3*1 = 0. 

Da zwischen den Ausdrücken A die Identitäten 

OiAi -f- a^A^ + asAz + a^Ai = o, 

xxAz + ^^9 + ^sAa = aiJf, 

— XiAi + xe-^s — ^6-^4 = <h^} 

— x^Ai — xeAi + 0:4^4 = osX, 

— XsAi -)-• x^A^ — x^As = 04^ 

bestehen; so gelten die Gleichungen (5) an sich nur filr drei und wegen X = o nur für zwei 
unabhängige Bedingungen ; wir können aber auch drei von ihnen benutzen und X= o dafür 
weglassen. Treten die Gleichungen zweier Complexe 

hinzU; so ist die endliche Anzahl derjenigen Strahlen einer Congruenz bestimmt^ welche durch a 
gehen. Die Forderung; dals zwei von diesen Strahlen zusammenfallen sollen; findet ihren ana- 
lytischen Ausdruck dariu; dsL& Jede lineare homogene Gleichung zwischen dxi,..dx^^ verbunden 
mit dF= o, df^szo und irgend dreien der Gleichungen 

(6) dAi = Oy dA% = ö, dAz = 0, dA^ = 0, 

wo die Differentiation sich stets auf Xi..,xz bezieht; ein Werthsystem dxi . . . dx^ ergeben muls. 
Bildet man also die Unterdeterminanten in Bezug auf alle Elemente der 4 ersten Horizontal- 
reihen in der Determinante 

000 — a^ — fla — 04 






«4 - 


-öS 


Ol 








— Gl 





a. 





öl 





03 ■ 


— oa 











Ol 


Fl 


F, 


Fz 


F, 


F, 


F, 


/i 


/« 


/s 


A 


/6 


/. 



SO niüssen dieselben verschwinden, wenn a ein Brennpunkt sein soll. Die Gleichung der 
Brennfläche entsteht durch Elimination von xi,..xz aus 6 von einander unabhängigen Be- 
dingungen. 

Die Unterdeterminanten der ersten Horizontalreihe sind offenbar durch ax theilbar 
u. B. w. Die erhaltenen Bedingungen sind also von zweiter Dimension in ai ; o^ , 09 , 04. Dies 
lehrt; dafs sich auf jedem Strahle 2 Brennpunkte finden; für welche er zwei zusammenfallende 
Strahlen in sich vereinigt 
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§ 12. 
Die singulären Linien eines Complexes F=^o sind diejenigen , ftbr welche die zwischen 
den Parametern l und fi aufgestellte Belation (4) l von /u unabhängig ergebt, d. h. sich in 
zwei lineare Gleichungen zerlegt ^ deren eine nur X, deren andere nur /u enthält. Die Be- 
dingung dafUr : 

— x^Fi — x^Fs — x^F^f xsF^ — XfF^ 

x^Ff — x^Fi, XfFf -]- x^Fs -|" ^4^4 

wird leicht auf die Form 

O = FiF^ + FtPi + FsF^ «= o 
gebracht und bestimmt in Verbindung mit F= o die Congruenz der singulären Linien. Die- 
selbe Bedingung fand bereits Plticker bei Untersuchung der Tangential- und Polar- 
Complexe *). 

Die Belation (4) zerlegt sich für die singulären Linien in 

HxeFt - xsFfi) = x^Fi + a:«F, -f x^Fj,, ^{x^F^ - x^F^) = x^F^ + Xf,F^ -f x^F^^. 

Diese Werthe von A und pi hat man in (2) und (3) zu substituiren ; um die Coordinaten 
der zugehörigen singulären Punkte und Ebenen zu erhalten; man findet flir den zu x ge- 
hörigen Punkt 

^x^x "h x%P% -f- *$^8 • x%F% — x^Fz : XiF^ — x^Fx : x^Fi — x^F^y 
fUr die Ebene : 

^4-^4 "4" *6^5 H" x^F^ : a?s^6 — ^^6 • ^iF% — xiF^ : x%F^ — xiF^ 
und kann daraus durch Vertauschung der Coordinaten andere Formen herleiten. 

Die analytische Darstellung der singulären Elemente wird von vornherein symmetrisch, 
wenn wir davon ausgehen, dafs die singulären Punkte die Mittelpunkte der Complexkegel sind, 
welche Doppelerzeugende besitzen, und dafs die letzteren die singulären Linien sind. Es ge- 
nügt, mit den in § 11 näher erörterten Gleichungen (5) die Gleichung /^= o zu verbinden, 
um den Complexkegel auszudrücken, der einen Punkt a (ai, o^, 03, a^ zum Mittelpunkte hat. 
Soll X eine Doppelerzeugende dieses Kegels sein, so mufs es mehr als eine ihr unendlich nahe 
Erzeugende geben. Die Veränderungen dxi . . . dx^ werden aber aus rfF= und irgend dreien 
der Gleichungen (6) gefunden, zu welchen man eine beliebige lineare homogene Gleichung 
zwischen rfa?i . . . . dx^ hinzuzudenken hat. Man hat also alle 16 gliedrigen Determinanten aus 
der ersten und irgend drei anderen Horizontalreihen der Elemente 

Fl Pt Fs Fi Fi F^ 

o — a% — Og — a« 

o a^ — ag Gl o o 

— Qi a% o Ol o 

Qz '^ a% o o öl 



*) Neue Geom. p. 296, 300. 
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sss o ZU setzen. Nach Beseitigung fremdartiger Auflösungen werden wir so zu folgenden 
Gleichungen geführt : 

aiFi — a^Fe + 04^5 = <>; 

aiFs — ö8F5 4-ötsF4 =0. 

Die Aehnlichkeit dieser Gleichungen mit den Gleichungen (5) fkUt in die Augen und 
gestattet uns sofort die Folgerung 

G = F1F4, + F9F5 + FsF« = 0. 
Die Coordinaten des einem Strahle x zogeordlieten singulären Punktes werden in ver- 
schiedenen Formen durch Auflösung von irgend zwei Gleichungen (5) in Verbindung mit irgend 
einer der Gleichungen (7) ermittelt und die bereits erhaltenen Werthe dadurch bestätigt, — 
ein Verfahren^ welches sich ohne Mühe auf die singulären Ebenen überträgt. Die, Darstellung 
der Coordinaten der singulären Punkte als homogene Functionen {f^ g>, ^, x) von 6, durch 
.^ homogene Gleichungen X = F s=z G = o verknüpfte Gröfsen kann zugleich als Darstellung 
der Fläche der singulären Punkte betrachtet werden. Wenn man mit ^i, f,, fj, f^ Punkt- 
coordinaten bezeichnet, so kann man vermittelst der Ausdrücke /) 9), tffy % ftu<^ die G4eichung 
der Tangentialebene der Fläche der singulären Punkte in dem einem Strahle 7 zugeordneten 
Punkte entwickeln. Man braucht nämlich nur dxi . . . dx^ aus den Gleichungen 

S, = f^df, ^, = 9^+ rfy, 18=^^ + ^^, ^i-^X + dx, dX=dF=d0^o 
zu eliminiren; dies giebt nach einer naheliegenden Vereinfachung : 

f 1 fi ft ü U U ft 

Si Vi Vt 99 9^4 9^6 ?6 

S» y^i ^ v^s tfpi tps v^6 

^4 Xi Xt Xs Z4 X& Xe 

o ^i Xf X^ X^ Xi X^ 

o Fl F% Fz Fi Fj^ F% 

o Gl Gt Ob ff 4 Ö6 Os 

Da nach § 8 diese Tangentenebene von der zugeordneten singulären Ebene, deren 
Coordinaten oben angegeben sind, nicht verschieden ist, so bietet sich die interessante Aufgabe 
dar, die Identität beider analytisch nachzuweisen, welche übrigens als specieller Fall der an 
§ 11 sich anschliefsenden Aufgabe, die Identität des Ortes der Brennpunkte und derEnveloppe 
der Fokalebenen darzuthun, angesehen werden mufs. .Auf diesen Gegenstand gedenke ich an 
anderer SteUe zurückzukommen. 
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